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Clasa a IX-a
SOLUTII
Problema 1.
Solutie.
a)

(x,¥) € {(1,5);(5,1);(2,5);(5,2);(3,5):(5,3);(4,5); (5,4): 3, 4): (4,3)} =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Ss=—F+—+—+—F—+—+—+—+—+—=
34 43 1.5 51 2.5 5.2 3.5 53 4.5 54
b) Pentru n=2 = (x,y)€{(1,2);(2,D} =S, =£+L1=1.
1 1 1
Pentru n=3 = (x,y) € {(1L3);(3,1);(2,3);:3,2)} = S, =—+—+—+—=1.
(03) (3B D23NB.2} = S =+ oo b

1 1 1 1
Pentru n=4 = (x, 1,4);(4,1);(2,3);(3,2);(3,4;(4,3)} = S, =—+—+—+—+—+—=1.
(% 2) €L A (H1:(2,3), 3,23, 4):(4,3); = 8, = T+ 4 o=t ook o F

Observamca S, =1.
Pentru a obtine suma S, am pastrat din suma S, termenii %3 si %, am eliminat termenii Lsi % si

< S S T N |
am adaugat termenii — ,—— $i — §i ——.

1-4 4.1 3-4 4.3

Demonstram prin inductie cd = S, =L, (V)ne N,n > 2.
P(n):S,=1,unde neN,n>2.
P(2) este adevarata. (1)
Demonstram ca P(n) = P(n+1), unde ne N,n>2 .(2)

. T e
Observam ca toti termenii —— din suma S, , pentru care x+y>n+1, x<n, y<n,existdsilnsuma S .
x-y
Elimindm din suma S, toti termenii pentru care x+y =n+1, x <n §i y < n si addugam termenii pentru
care x+y>n+l, x<n+l,y<n+l.

1 1

x<n, unde x si n+l-x sunt prime intre ele X (}’l +1- x) y<n, unde y si n+l—y sunt prime intre ele y- (}’l +1- y)

B A e B bR}

x<n,unde x §i n+1 sunt prime intre ele X (}’l + 1) x<n,unde n+1 §i n+1-x sunt prime intre ele (}’l + 1) ° (}’l + 1 - x)

S. =S -

n+l n

1 1
—
y<n,unde y si n+1 sunt prime intre ele y- (}’l + 1) y<n,unde y si n+l-y sunt prime intre ele (n + 1) : (n +1- y)

1 1 1
x-(n+1-x) _x~(n+1)+(n+1)~(n+1—x)




1 1 1

= +
y-(n+l1-=y) y-(n+l) (n+)-(n+1-y)
Prin urmare,

Sn+1:Sn_ Z ;—i_ Z 1

.
x<n, unde x §i n+1—x sunt prime intre ele X (n + 1 - x) y<n, unde y si n+1-y sunt prime intre ele y : (”l + 1 - y)

+ Z —1 + Z ! :Sn+1=Sn

x<n, unde x §i n+l—x sunt prime intre ele X (n + 1 - x) y<n, unde y §i n+1—y sunt prime intre ele y: (”l +1- y)

S =1=S§,,, =1=propozitia P(nt+1) este adevarata
Din (1) si (2) = P(n) este adevarata (V)ne N,n> 2.

Problema 2

gz;t%?érém patratul ABCD cu latura de lungime a, + a, +...+a, iar laturile partitionate in segmente de
lungimi q, ,a, ,...,a, in modul urmator:
- laturile [4B],[DC] inordinea g, —a, ...—a,, — a,, punctele fiind situate in ordinea
A-B-P-..-P_-B, D-0,-0,-..-0,,-C
- laturile [BC],[A4D] inordinea a, —a, —...— a, — a,, iar ordinea punctelor este
B-R-R,—..—R_—-C, A-S,-S§,—..—S _,—D . Notam intersectiile
[SR]N[PO]=T,.i.je{l.2,...n}

Se obtine astfel o partitionare a patratului in n° dreptunghiuri iar membrul sting reprezintd suma
lungimilor diagonalelor dreptunghiurilor

APT,S, , T, T,,T,,T,,,.... T, ,,, R, ,CO,_,, respectiv linia poligonald
AT, + T\ T, +..+ T, , ,C culungimea mai mare sau egald decat a diagonalei
ACz(a1 +a, +...+an)-x/§.

Egalitatea are loc atunci cand a, =a, =...=a

n*



Problema 3
Solutie.

a)
A D’

P (@),

Dreapta (d) intersecteazd DB in A’ . Fie B’ mijlocul [AD] si K intersectia dreptelor AA’ si BB’.

Dreapta DD’ intersecteaza AB in D’.
AB' DA' BD' 1

fn AABD Th.Ceva N . . —
B'D A'B D'A =

——=D'A"|| AD = <DAA'= <AA'D' si <A'AD'= <DAA' = <D'AA'= <AA'D' = AAD' 4" este

AB'=B'D
DA' _AD'
A'B  BD'
1soscel.
b)
. i :
' A
\.1 ‘ rr
D v il

ST

a) ABCD paralelogram

= AB|| CD = «<CFG =<«BAG
Fie él cercul circumscris ABCD

Fie 62 cercul circumscris AGFC
[EF]=[EG]=[EC]= E este centrul cercului 62.
G N G = {C,0}
Fie M mijlocul [GC] si N mijlocul [FC]
= EM L GCsi EN LFC.

=
Construim EP | DB, P €[DB]
Punctele P,M si N sunt situate pe dreapta lui
Simson a triunghiului BCD = P,M si N sunt
coliniare.
[MN] este linie mijlocie in AGFC =
MN || GF = PM || AG =
[PM] este linie mijlocie in ACAG =
P este mijlocul segmentului [AC]; ABCD
paralelogram
= P este mijlocul segmentului [BD].

PE | DB = EP este mediatoarea [BD] = ED=EB = E este mijlocul arcului BED .
QE=CE=E este mijlocul arcului QEC = Z)_Q =BC = BCQD este trapez isoscel si
XDCE =<DBE =<EDB=<FECM = (CE este bisectoarea <xGCF . E este centrul cercului circumscris

AGFC = AFCG este isoscel (2) .

Din (1) 5i (2) = «xDAG = «BAG = dreapta (d) este bisectoarea <DAB.



